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CHƯƠNG 4

ĐỘNG LỰC HỌC CHẤT LƯU

I. CÁC KHÁI NIỆM CƠ BẢN

1. LỰC THỂ TÍCH

Người ta dùng tên chung là lực thể tích để chỉ tất cả các lực tác động l ên các hạt

chất lưu, ngoại trừ các lực bề mặt. Chẳng hạn, lực hấp dẫn, lực điện từ, lực quán tính

đều là các lực thể tích.

Cho df


 là lực tác động lên một hạt chất lưu có thể tích dV và khối lượng dm. Trong

cơ học chất lưu người ta hay dùng các khái niệm lực tác động lên một đơn vị thể tích

Vf


 và lực tác động lên một đơn vị khối lượng mf


, định nghĩa như sau:

V mdf f dV f dm 
  

(4.1)

Do dm = dV, với  là khối lượng riêng của hạt chất lưu, nên ta có hệ thức sau giữa

Vf


 và mf


:

V mf f
 

(4.2)

Ví dụ, đối với trọng lực ta có:

V

m

f g

f g





 

  (4.3)

2. CÁC LỰC BỀ MẶT

Xét một khối chất lưu giới hạn trong một mặt kín tưởng tượng (S) (hình 1.2.1).

Ngoài các lực thể tích, nó còn chịu tác động của các lực trên bề mặt: đó là lực nén và

lực nhớt do phần chất lưu ở ngoài (S) tạo nên.

Hình 4.1 Lực nén và lực nhớt.

S
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2.1 LỰC NÉN

Gọi (dS) là một yếu tố bề mặt trên (S), có vectơ đơn vị pháp tuyền n
  hướng ra

ngoài. Lực nén trên (dS) tỷ lệ với diện tích dS và áp suất P, có phương vuông góc với

(dS) và hướng từ ngoài vào trong mặt (S):

df PndS 
 

(4.4)

Lực nén toàn phần tác động lên hạt chất lưu sẽ là tổng của các lực sơ cấp dạng

(4.4). Sau đây chúng ta sẽ viết biểu thức của lực nén  tác động lên một hạt chất lưu bất

kỳ dưới một dạng thuận tiện hơn cho các tính toán sau này.

Để đơn giản, chúng ta xét một hạt chất l ưu có dạng một hình khối chữ nhật có thể

tích dV = dxdydz, có tâm đặt tại vị trí (x,y,z) (hình 1.2.2). Lực nén toàn phần tác động

lên hạt chất lưu theo phương Ox là:

, , , ,
2 2x

dx dx
df P x y z dydz P x y z dydz

P
dxdydz

x

         
   





(4.5)

Viết các biểu thức tương tự như vậy cho các lực nén toàn phần theo phương Oy và

Oz, ta thu được:

x y z

P P P
d f e e e d x d y d z

x y z

g r a d P d V

   
       

 

   

     (4.6)

Hình 4.2
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Suy ra lực nén trên một đơn vị thể tích và trên một đơn vị khối lượng:

V

m

f gradP

gradP
f



 

 






(4.7)

Chúng ta có thể chứng tỏ rằng khi khối lượng riêng chỉ phụ thuộc vào áp suất thì mf


là gradient của một hàm theo áp suất, ( )mf grad P


. Thật vậy, đặt:

0

( )
( )

P

P

du
P

u



  (4.8)

Ta có:

( )

gradP
grad gradP

P P







  



 

(4.9)

Vậy, khi  = (P) thì:

( )mf grad P


(4.10)

2.2 LỰC NHỚT

Tương tự như sự khuếch tán và khuếch tán nhiệt, tính nhớt hay ma sát nội có bản

chất là chuyển động nhiệt của các phân tử vật chất.

Chúng ta nhớ lại là nếu như trong chất lưu có một sự chênh lệch về nồng độ hạt, th ì

chuyển động nhiệt hỗn loạn sẽ tái lập sự cân bằng về nồng độ. Nh ư vậy, trong hiện

tượng khuếch tán chuyển động nhiệt đ ã gây nên một dòng dịch chuyển các hạt. Trong

khuếch tán nhiệt, chuyển động nhiệt tạo n ên một dòng nhiệt (năng lượng) để tái lập

cân bằng nhiệt độ. Còn trong hiện tượng nhớt thì đại lượng được các phân tử chuyển đi

lại là động lượng, nếu như trong chất lưu có một độ chênh lệch về động lượng.

Để minh họa hiện tượng này, chúng ta hãy hình dung một dòng chảy lớp, với vận

tốc giảm dần theo phương vuông góc với dòng chảy (hình 1.2.3). Do chuyển động

nhiệt, các phân tử chuyển động qua lại giữa các lớp. Tuy nhi ên, vì các phân tử trong

lớp trên chuyển động nhanh hơn, nên tính chung sẽ có một chuyển dời động lượng từ

lớp trên xuống lớp dưới. Các lớp chuyển động nhanh h ơn sẽ “kéo” các lớp chuyển

động chậm hơn, còn bản thân chúng thì chuyển động chậm dần cho tới khi có sự cân
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bằng về động lượng giữa các lớp. Như vậy, có thể nói là có một một lực nhớt hay ma

sát làm cho các lớp chảy nhanh chuyển động chậm dần lại.

Thực nghiệm cho thấy động lượng chuyển đi qua một đơn vị diện tích vuông góc

với một phương nào đó và trong  một đơn vị thời gian thì tỷ lệ với gradient vận tốc theo

phương đó. Tức là:

v
p

x



 
 (4.11)

Trong đó  là hệ số nhớt của chất lưu. Dấu trừ cho thấy dòng động lượng đi theo

chiều giảm của vận tốc. V ì lực bằng tốc độ biến thiên của động lượng, nên lực nhớt tác

động lên một đơn vị diện tích của một lớp chất lưu là:

v
f

x




 (4.12)

Trong bài này chúng ta ch ỉ quan tâm tới các chất lưu không nhớt, gọi là các chất

lưu lý tưởng.

2.3 SỨC CĂNG MẶT NGOÀI

Các phân tử trong một chất lưu còn tương tác với nhau, tạo nên một lực hút lên các

phân tử ở mặt ngoài của chất lưu, gọi là sức căng mặt ngoài. Còn đối với các phân tử ở

bên trong chất lưu thì lực hút đó tác động từ mọi phía, tạo n ên một lực toàn phần bằng

không.

Trong bài này chúng ta ch ỉ quan tâm tới chuyển động của các khối chất l ưu mà

không để ý tới các hiện tượng trên bề mặt, do đó sức căng mặt ngo ài cũng sẽ được bỏ

qua cùng với lực nhớt.

x

Dòng động lượng

v

Hình 4.3
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II. PHƯƠNG TRÌNH VI PHÂN CHUYỂN ĐỘNG CỦA LƯU CHẤT LÝ

TƯỞNG - PHƯƠNG TRÌNH EULER

1. Khái niệm

Chất lỏng lý tưởng là chất lỏng mà ta có thể bỏ qua lực ma sát nhớt của các phần

bên trong chất lỏng khi chuyển động tương đối với nhau. Ðối với chất lỏng lý tưởng, ta

sẽ biểu diễn đường đi của một phân tử chất l ưu bằng một đường dòng mà tiếp tuyến

với nó tại mọi điểm có phương chiều trùng với véc tơ vận tốc của chất lưu tại điểm đó.

Tập hợp toàn bộ các đường dòng biểu diễn cho cả khối chất lưu được gọi là ống dòng.

Nếu chúng ta cắt ống dòng bằng một mặt phẳng S vuông góc đồng thời với cá c

đường dòng, thì tại mọi điểm trên diện tích S này vận tốc các phân tử sẽ có độ lớn

bằng nhau. Khi coi chất lỏng l à lý tưởng (không có tính nhớt) áp suất thủy động h ướng

theo pháp tuyến của mặt tác dụng

2. Phương trình vi phân chuyển động của chất lỏng lý  tưởng (phương trình

Euler)

2.1. Phương trình Euler:

Trong cơ học, nguyên lý biến thiên động lượng được phát biểu như sau: ngoại lực

tác dụng lên một hệ thống lưu chất bằng tốc độ thay đổi động l ượng của khối lưu chất

đó.

dWu
dt

d

dt

Kd
F

w  



(4.13)

Xét khối lưu chất hình hộp vô cùng nhỏ ABCDEFGH (hình 1.2.1) có các cạnh x,

y, z.

Hình 4.4

x

z

y

A B

CD

E
F

G
H

y
x

z

P
P+ x

x

p




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Gọi p, , F và u


 là áp suất, khối lượng riêng, vectơ cường độ lực khối và vectơ vận

tốc tại trọng tâm của khối. Phương trình động lượng áp dụng cho khối lưu chất có

dạng:

(4.14)

Trong đó:  f là tổng ngoại lực tác dụng lên khối lưu chất, bao gồm lực khối

 mf , lực mặt  sf . Trên phương x, các lực tác dụng lên khối lưu chất bao gồm:

* Lực khối:Fxxyz

(với Fx là hình chiếu của F trên phương x).

* Lực mặt:  yz – s

Lực mặt trên bốn bề mặt còn lại không có thành phần trên phương x. Phương tr ình

(4.14) được chiếu xuống phương x và thế các lực vào ta được:

(4.15)

Từ đó suy ra:

dt

du

x

p
F x

x  



 (4.16a)

Tương tự, xét trên phương y và phương z, ta cũng có:

dt

du

y

p
F y

y  



 (4.16a)

dt

du

z

p
F z

z  



 (4.16c)

Hệ 3 phương trình (4.16a,b,c) là hệ phương trình vi phân chuyển động của lưu chất

lý tưởng, còn gọi là hệ phương trình Euler. Dưới dạng vector, hệ này có thể được viết:

dt

ud
dpagrF






1

(4.17)

Trong trường hợp lưu chất lý tưởng, không nén được, hệ phương trình này có 4 ẩn

là ux, uy, uz và áp suất là p. để giải hệ phương trình này ta áp dụng thêm phương trình

liên tục:

dt

ud
zyxffF sm ....  



dt

du
zyxzyx

x

p
zyxFF x

xx  




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0















z
zu

y
yu

x
xu

udiv
 (4.18)

Phương trình vi phân chuyển động có thể được viết dưới dạng Lamb-Grômekô như

sau:

Từ 4.16a, ta có:

z
zu

zu
y
yu

yu
x
xu

xu
t
xu

dt
xdu

x

p
xF


























1

(4.19)

Cộng trừ vào vế phải của phương trình số hạng
x

u
u

x

u
u z

z

y

y 








































































y

u

x

u
u

x

u

z

u
u

x

u
u

x

u
u

x

u
u

t

u

x

p
F xy

y
zx

z
z

z

y

y
x

x
x

x 
1

Ta chú ý rằng:

x

u
u

x

u
u

x

u
u

uuu

x

u

x
z

z

y

y
x

x

zyx



















 














22

2222

z
xy

y
zx

w
y

u

z

u

w
x

u

z

u

2

2

















Phương trình  trở thành:

 zyyz
x

x wuwu
u

xt

u

x

p
F 



















 2
2

1 2

 (4.20a)

Tương tự, ta biến đổi 2 phương trình còn lại (4.16b) và (4.17c) thành:

 xzzx

y

y wuwu
u

yt

u

y

p
F 




















 2
2

1 2


(4.20b)

 yxxy
z

z wuwu
u

zt

u

z

p
F 



















 2
2

1 2


(4.20c)

Hay dưới dạng vecto, 3 phương trình (4.20a,b,c)

u
u

dagr
t

u
dpagrF










 


2
2

1 2

(4.21)
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Đây là phương trình vi phân chuyển động của lưu chất lý tưởng dạng Lamb-

Grômekô

2.2 Tích phân phương tr ình Euler:

Trong nhiều trường hợp thường gặp trong thực tế, lực khối l ượng F


là lực có thế,

khi đó, như đã biết trong cơ học lý thuyết, ta luôn t ìm được một hàm vô hướng sao

cho:

);;

1

zz
F

yy
F

xx
F

dagrF























(4.22)

Hàm (x,y,z) được gọi là hàm thế. Ta cũng gọi (x,y,z) là hàm áp suất với:

dpagrdagr



1



Hay 

dp

(4.23)

Phương trình (1.9) được viết thành:

u
t

uu
dagr

















   2
2

2

(4.24)

Ta xét một số trường hợp đặc biệt sau:

 Trường hợp chuyển động không quay (chuyển động thế).

Khi đó tồn tại một hàm thế vận tốc  (x,y,z).

t
dagrdagr

tt

u
dagru





















Do chuyển động là không quay nên 0


, phương trình (4.24) trở thành:

C
u

t
hay

u

t
dagr

t
dagr

u
dagr














2
:

0)
2

(

)
2

(

2

2

2














(4.25)

Ta gọi (4.25) là tích phân Cauchy _Lagrange. Hằng số C có trị số như nhau cho bất

kỳ điểm nào trong môi trường lưu chất chuyển động.
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 Trường hợp chuyển động ổn định, tích phân dọc theo đ ường dòng:

Ta có phương trình (4.24) được bỏ bớt thành phần đạo hàm riêng phần theo thời

gian:

u
u

dagr


  2)
2

(
2

(4.26)

Nhân vô hướng 2 vế của phương trình (4.26) cho một đoạn vi phân đường dòng

dzkdyjdxisd


 ta được:

sdusd
u

dagr


].2[).
2

(
2

 

Hay: sdu
u

d
sd


 ].2[)

2
(

2

  (4.27)

Với
sd

fd )( ký hiệu là vi phân của hàm f trên phương sd


. Theo hình 1.2 ta nhận

thấy, vectơ u


tiếp tuyến với đường dòng, vectơ u


 luôn thẳng góc với vectơ u


nghĩa

là cũng thẳng góc với sd


. Do vậy 0].[  sdu




Và 0)
2

(
2


sd

u
d 

Ta suy ra:

C
u


2

2

 (4.28)

Với hằng số C có giá trị như nhau tại mọi điểm trên một đường dòng. Còn giữa các

đường dòng khác nhau C có giá trị khác nhau. Ta gọi (4.28) là tích phân Euler.

 Trường hợp chuyển động ổn định, tích phân dọc theo đ ường xoáy:

Đường xoáy là đường cong vạch ra trong lưu chất chuyển động sao cho vectơ vận

tốc quay tại các điểm trên đường đó tiếp tuyến với nó.

u



u


Đường cong




Hình 4.2
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Tương tự như khi tích phân phương tr ình Euler dọc theo đường dòng, phương trình

(4.26) được nhân vô hướng với một đoạn vi phân đường xoáy dzkdyjdxisd


 ,

và ta cũng được:

sdu
u

d
sd


 ].2[)

2
(

2

 
(4.29)

Vectơ ( u


 ) cũng luôn thẳng góc với vectơ sd


.

Do vậy: 0].[  sdu




Và: 0)
2

(
2


sd

u
d 

Suy ra:

C
u


2

2

 (4.30)

Với  hằng số C có giá trị như nhau tại mọi điểm trên một đường xoáy.

 Trường hợp chuyển động ổn định, tích phân theo ph ương pháp tuyến với

đường dòng.

Xét phân tử lưu chất ở thời điểm t trong hệ toạ độ tự nhi ên gốc đặt tại vị trí của

phân tử, với các vectơ đơn vị: ( ),, bn


 , trong đó 


tiếp xúc với quỹ đạo, n


 hướng

theo pháp tuyến với quĩ đạo. Ta có:

R

u
n

s

u
u

t

u

dt

d
u

dt

du

dt

ud
uu

2

.


















 


 (4.31)

Vì
R

u
n

dt

d 




  (theo tam diện Frenet).

Phương trình Euler (1.5) trở thành :

R

u
n

s

u
u

t

u
dagr

2

)]([

















  (4.32)

Nhân 2 vế của phương trình trên cho một đoạn vi phân pháp tuyến của đ ường dòng

:nd


 nd
R

u
n

s

u
u

t

u
dagr


].)]([

2
















 

  dn
R

u
dn

n
.

2





 



 
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Hay:
R

u

n

2

)( 



 (4.33)

 Trường hợp lưu chất trọng lực lý tưởng, không nén:

Khi trường lực thế là trọng lực, trong hệ toạ độ Descartes với trục Oz thẳng đứng,

hướng từ dưới lên, lực khối F


có các thành phần như sau:

Fx = Fy = 0 và Fz = -g.

Từ đó suy ra:  = gz

Lưu chất không nén nên hàm áp suất:

 = p/

các tích phân trên được viết lại như sau:

chuyển động không quay: phương trình (4.25) trở thành:

C
up

gz
t





2

2




(4.34a)

Nếu chuyển động ổn định, ta có ph ương trình:

C
up

gz 
2

2


(4.34b)

Hằng số C có trị số như nhau với bất kỳ điểm nào trong môi trường chuyển động.

Chuyển động ổn định, tích phân dọc theo đ ường dòng: phương trình (4.28) trở

thành:

C
up

gz 
2

2


 hay C

g

up
z 

2

2


(4.35)

Hằng số C có giá trị như nhau tại mọi điểm trên một đường dòng còn giữa các

đường dòng khác nhau, C có giá trị khác nhau. Phương trình (4.25) được gọi là

phương trình Bernoulli.

Chuyển động ổn định, tích phân dọc theo đ ường xoáy: phương trình (4.30) trở

thành:

C
up

gz 
2

2


 hay C

g

up
z 

2

2


(4.36)

Hằng số C có giá trị như nhau tại mọi điểm trên một đường xoáy, còn giữa các

đường xoáy khác nhau, C có giá trị khác nhau.
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Chuyển động ổn định, tích phân theo ph ương pháp tuyến với đường dòng, phương

trình (1.21) trở thành:

R

up
gz

n

2














 (4.37)

Khi các đường dòng gần như thẳng và song song với nhau hay mặt cắt ướt phẳng,

ta có R , ta suy ra:

0













p

gz
n

Hay

gz + p/= const trên phương n


(4.38)

Nghĩa là tại tất cả các điểm trên mặt cắt ướt phẳng áp suất phân bố theo qui luật

thuỷ tĩnh, ta gọi chuyển động tại mặt cắt đó l à chuyển động đối dần.

Ví dụ 1: Ống Pitô dùng để do lưu điểm (lưu chất không

nén được).

Ống Pitô gồm 2 đoạn ống như hình.

Ống M thẳng đứng dùng để đo cột áp tĩnh, ống N uốn

ngang dùng để do cột áp động. Để đo vận tốc tại điểm A,

người ta đặt 2 đầu ống tại điểm A với đoạn ống N theo

chiều vận tốc ta muốn đo. Bỏ qua mất năng l ượng.

Xác định lưu tốc uA theo độ chênh cột áp thẳng đứng h. Cho h =30mm.

Giải

Để tính lưu tốc tại điểm A, ta áp dụng phương trình Bernoulli (4.47) cho đường

dòng qua 2 điểm A, B (điểm B nằm phía trong ống sát miệng ống, u B = 0)

ZA +
2 2

2 2
A A B B

B

p u p u
z

g g 
    (a)

Lưu chất trong 2 ống đo áp ở trạng thái tĩnh, n ên ta áp dụng phương trình thủy tĩnh:

ZA + ; NA M B
M B N

pp p p
z z z

   
    

Thế vào phương trình (a) ta có:

2

( ) ( )
2

NA M
N M

pu p
z z h

g  
     (b)

Ta suy ra vận tốc tại A là:
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UA= 2gh

Trường hợp ta đo được h =30mm

Vận tốc tại A có giá trị uA = 22(9,81 / )(0,3 ) 2, 42 /m s m m s

* Thực tế do mất năng lượng nên uA = 2gh  với   hơi lớn hơn 1

* Nếu đo vận tốc điểm A trong môi tr ường chất lỏng có mặt thoáng (ví dụ trong

kênh) thì ta không cần dùng ống M, độ chênhh thẳng đứng tính từ mặt thoáng (p =p a)

đến mực chấtn lỏng N.

Ví dụ 2

Một bình chứa lưu chất quay đều quanh trục thẳng đứng, với

vận tốc quay không đổi  . Xác định phương trình tính áp suất tại

một điểm bất kỳ trong lưu chất.

Giải

Tại một vị trí M bất kỳ có bán kính r tính từ trục  quay, vận tốc

của phân tử lưu chất tại M có giá trị

u =  .r

Áp dụng phương trình (ta chú ý rằng trục pháp tuyến n


 cùng phương và ngược

chiều với trục r


 và bán kính chín khúc R = r), ta được:
2

2( ) ( )
p p u

gz gz r
n r r


 

 
    

 

Tích phân phương tr ình trên ta được;

Gz+ 2 2 '
p

r C

 

Suy ra:  p =
2 2

2

r
gz C


  

III. PHƯƠNG TRÌNH CHUYỂN ĐỘNG CỦA LƯU CHẤT THỰC (PHƯƠNG

TRÌNH NAVIER – STOKES)

1. Khái niệm

Phương trình Navier-Stokes, được đặt tên theo Claude-Louis Navier và George

Gabriel Stokes, miêu tả chuyển động của các dòng chảy như các loại dung dịch và các

loại khí. Những phương trình này thiết lập những thay đổi trong momentum trong

những thể tích vô cùng nhỏ của chất lỏng đơn thuần chỉ là tổng của các lực nhớt tiêu
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tán dần (tương tự như ma sát), thay đổi trong áp suất, trọng lượng, và các lực khác

tương tác bên trong chất lỏng: một ứng dụng của định luật 2 của Newton.

2. Phương trình Navier-Stokes

Phương trình Euler được viết cho lưu chất lý tưởng, nghĩa là bỏ qua lực ma sát.

Ngoại lực tác dụng gồm có lực khối v à lực mặt, trong đó lực mặt chỉ l à áp lực. Chuyển

động của lưu chất thực luôn có ma sát. Ứng suất bề mặt tại 1 điểm sẽ gồm đủ 9 th ành

phần.

Hình 4.5

Trong đó theo phương x có 3 thành ph ần là xx, yx và yx. Các ứng suất này được

xác định theo định luật ma sát nhớt của Newton mở rộng:

2
2

3
yx x z

xx

uu u u
p

x x y z
  

   
          

(4.39a)

2
2

3
y yx z

yy

u uu u
p

y x y z
  

   
          

(4.39b)

2
2

3
yxz z

zz

uuu u
p

z x y z
  

  
          

(4.39c)

yx
xy yx

uu

y x
  

 
     

 ; x z
xz zx

u u

z x
  

       

Và y z
yz zy

u u

z y
  

 
     

(4.39d)

Hoặc viết dưới dạng tensor:

2

3
ji l

ii ij ij

uu u
p

j i l
    

  
        

(4.40)

Tương tự như khi thiết lập phương trình Euler, ta cũng xét một khối lưu chất hình

hộp vô cùng nhỏ ABCDEFGH. Ngoại lực tác dụng cũng gồm có lực khồi v à lực mặt,

trong đó thành phần trên phương x của lực khối vẫn được tính như cũ:

x

z

y

A B

C

E
F

G
H

y
x

zP

P+ x
x

p




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xpF x y z   (4.41)

Còn lực mặt chiếu lên phương x được tính:

yxxx zxx y z x y z x y z
x y z

 
        

 
 

  
(4.42)

Thế (4.39a) và (4.39d) vào (4.42) Ta được:
2 2 2

2 2 2

1

3
x x x x x xu u u u u up

x y z
x x y z x x y z

   
          
                    

(4.43)

Phương trình (1.2) được chiếu xuống phương x và thế (4.41 ), (4.42) vào ta được:
2 2 2

2 2 2 3
x x x x x xu u u u u up

p x y z x y z
x x y z x x y z


      

          
                     

xdu
p x y z

dt
  

Hoặc:

 2

3
x

x

dup
p x y z u divu x y z p x y z

x x dt


         

          



Sau khi đơn giản p x y z   ta có phương trình:

2 1

3
x

x x x

dup
pF u divu p

x dt
 


    


(4.44a)

Tương tự, xét trên phương y và phương z, ta cũng có:

2 1

3
y

y y y

dup
pF u divu p

y dt
 


    


(4.44b)

2 1

3
z

z z z

dup
pF u divu p

z dt
 


    


(4.44c)

Dưới dạng vector, hệ (4.44a) - (4.44b) được viết như sau:

 21

3

du
F gradp u grad divu

p dt


    

    
(4.45)

Với các toán tử:
2 2 2

2
2 2 2x y z

  
   

  
và grad i j k

x y z

  
  
  

   

Phương trình (4.45) được gọi là phương trình Navier-Stokes. Đối với lưu chất

không nén được, divu = 0 nên phương trình chỉ còn dưới dạng sau:

21 du
F gradp u

p dt
   

  
(4.46a)
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Ta có thể viết phương trình Navier-Stokes dưới dạng tensor như sau:

 1 1 2 1

3
ji k i

i i k
i k k i i j k

uu u up
F u u

p x p x x x p x x t x
 

         
                      

(4.46b)

(với I = x,y,z    j = x,y,z    và     z=x,y,z)

Phương trình Navier-Stokes là phương tr ình phi tuyến, rất khó giải. bằng phương

pháp giải tích, phương trình được giải trong một số trường hợp đặc biệt, phương trình

đã được đơn giản hóa. Ví dụ phương trình lớp biên. Từ khi máy tính điện tử ra đời

cùng với sự tiến bộ của phương pháp số, việc giải các phương trình vi phân nay đã có

những bước tiến rõ rệt. Phương trình Navier-Stokes nay đã có thể giải được bằng phép

giải gần đúng.

3. Thiết lập phương trình

Sự thiết lập các phương trình Navier-Stokes bắt đầu với sự bảo toàn của khối

lượng, momentum, và năng lượng được viết cho một thể tích đang xem xét bất kì.

Dạng tổng quát nhất của hệ phương trình Navier-Stokes là:

Đây chỉ là định luật bảo toàn momentum trong một chất lỏng, chỉ là áp dụng định

luật 2 của Newton cho một continuum (môi trường đồng nhất). Phương trình này

thường được viết dưới dạng đạo hàm thật sự (substantive derivative), làm rõ đây chỉ là

một áp dụng của định luật 2 của Newton:

Bên phải của phương trình này là tổng của các lực tác động lên vật thể. là

gradient áp suất và xuất phát từ áp suất vuông góc xuất hiện trong bất kì dòng chảy

nào. là đại diện cho các lực biến dạng tr ong chất lỏng, thông thường là do các

hiệu ứng của tính nhớt. đại diện cho các lực "khác", như là trọng lực.

Độ căng của sự biến dạng thường chứa nhiều ẩn số, do đó dạng tổng quát đó

không thể áp dụng trực tiếp được cho bất kì bài toán nào. Vì lí do đó, các giả thiết về

các hành vi của sự biến dạng của một chất lỏng đ ược đưa ra (dựa trên các quan sát

trong tự nhiên) và đơn giản đại lượng này về các biến quen thuộc khác, ví dụ nh ư vận

tốc. Ví dụ, đại lượng này thường rút về khi chất lỏng là không nén được và có

tính chất Newton.
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Phương trình Navier-Stokes chỉ là một phát biểu của định luật bảo to àn momentum.

Để miêu tả toàn bộ hơn dòng chảy, nhiều thông tin hơn cần phải có (phụ thuộc vào các

giả sử đưa ra), điều này có thể bao gồm sự bảo toàn khối lượng, sự bảo toàn năng

lượng, hay là một phương trình trạng thái.

Mặc cho các giả thiết trên các dòng chảy là như thế nào, một phát biểu của sự bảo

toàn khối lượng là gần như luôn luôn cần thiết. Điều này đạt được thông qua phương

trình liên tục, được đưa ra dưới dạng tổng quát nhất như là:

IV. ỨNG DỤNG CÁC PHƯƠNG TRÌNH CƠ BẢN CHO MỘT ĐOẠN DÒNG

CHẢY CỦA LƯU CHẤT TRỌNG LỰC KHÔNG NÉN, CHUYỂN ĐỘNG ỔN

ĐỊNH

1. Phương trình năng lượng

 









w w

W
t

W dAnqdAnTdWuFdW
u

e
d

d 
..

2

2



Sau khi tính toán toán học ta được phương trình năng lượng như sau:

fgh
VP

gz
VP

gz 
22

2
222

2

2
111

1







Hay

fh
g

VP
z

g

VP
z 

22

2
222

2

2
111

1







Ý nghĩa của từng số hạng trong phương trình

 gz: năng lượng của một đơn vị khối lượng lưu chất do vị trí của nó so với

một mặt chuẩn nằm ngang bất kỳ, ta gọi l à vị năng

 Z là vị năng của 1 đơn vị trọng lượng lưu chất

 P/  năng lượng của 1 đơn vị khối lượng lưu chất do áp suất gây nên, ta gọi

là áp năng.

 p/ là áp năng của 1 đơn vị trọng lượng lưu chất

 Tổng z + p/   được gọi là thế năng hay cột áp tĩnh

 V2/2 động năng của 1 của 1 đơn vị khối lượng lưu chất

 V2/2g là động năng của 1 đơn vị trọng lượng lưu chất, còn được gọi là cột

nước vận tốc
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Tổng
g

V
zE

2

2



 được gọi là năng lượng toàn phần hay cột áp toàn phần hoặc

cột áp động.

 hf được gọi là mất năng (tổn thất năng lượng hoặc cột áp), có thứ nguyên là

chiều dài, đơn vị là m.

2. Phương trình động lượng

    vàovàovàorararasm VQVQFFF


 

Ý nghĩa của các số hạng trong phương trình

rarara VQ


  là động lượng của các phần tử lưu chất đi ra khỏi thể tích kiểm soát

trong 1 đơn vị thời gian.

vàovàovào VQ


  là động lượng của các phần tử lưu chất đi vào thể tích kiểm soát trong

1 đơn vị thời gian.

3. Một số ứng dụng của phương trình năng lượng và phương trình động lượng

3.1 Ống Venturi dùng để đo lưu lượng

Một ống Venturi gồm hai đoạn

ống ngắn có đường kính khác nhau

D1 và D2 (với D1> D2). Tại mỗi đoạn

ta lắp ống đo áp như hình 1. Xác

định biểu thức tính lưu lượng chất

lỏng Q chảy trong ống theo độ ch ênh

cột áp h. Với chất lỏng là nước và

D1= 300 mm, D2= 150 mm và h=

100 mm

Hình 4.6

Giải

Để xác định lưu lượng chất lỏng chảy trong ống, tr ước tiên ta áp dụng phương trình

năng lượng để xác định vận tốc trung b ình tại một mặt cắt nào đó. Sau đó sử dụng

phương trình liên tục để xác định lưu lượng.
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Ta chọn mặt cắt ướt 1-1 và 2-2. Áp dụng phương trình năng lượng cho đoạn dòng

chảy giới hạn bởi hai mặt cắt 1 -1 và 2-2  (giả sử 1 = 2 = 1)

fh
g

VP
z

g

VP
z 

22

2
22

2

2
11

1 

Suy ra fh
P

z
P

z
g

VV






















2
2

1
1

2
1

2
2

2
(a)

Ta cần xác định hiệu số 



















2

2
1

1

P
z

P
z . Biết rằng 2 mặt cắt ướt 1-1 và 2-2 là

hai mặt phẳng, áp suất tại các điểm tr ên mặt cắt phân bố theo quy luật thủy tĩnh v à chất

lỏng trong ống đo áp cũng ở trạng thái tĩnh. Từ ph ương trình thủy tĩnh ta có:


M

M

P
z

P
z  1

1  và


N
N

P
z

P
z  2

2

Vì lưu chất giữa MN là khí nên ta có thể xem PN= PM

Ta suy ra: hzz
P

z
P

z NM 



















2

2
1

1 (b)

Thế phương trình (b) vào (a) ta có:

fhh
g

VV



2

2
1

2
2

Áp dụng phương trình liên tục: V1A1 = V2A2 = Q

Ta được

fhh
D

D

Ag

Q

AAg

Q

g

VV

































4

1

2
2
2

2

2
1

2
2

22
1

2
2 1

1

2

11

22

 
 

 f
f hhgM

DD

hhg
AQ 




 2

/1

2
4

12

2

Với
 4

12

2

/1 DD

A
M


  chỉ phụ thuộc hình dạng ống Venturi

Trị số mất năng lượng hf phải được xác định bằng thí nghiệm. Để đ ơn giản người ta

thường viết lại dưới dạng sau:

gh2C.M.Q  với C < 1

C là hệ số hiệu chỉnh lưu lượng, hệ số này do mất năng sinh ra, tùy thuộc vào hình

dạng ống Venturi và số Reynolds. Nếu chuyển động với số Re lớn, C chỉ phụ thuộc

vào hình dạng ống Venturi.
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Thay bằng số nếu bỏ qua ma sát:

4

22

)2/1(1

)1,0).(/81,9(2

4

)15,0(




msmm
Q


 = 25,5 lít/s

3.2 Đo lưu lượng chất lỏng chảy qua lỗ tháo nhỏ

Dòng chảy từ bể qua lỗ tháo nhỏ có diện tích A, chiều cao e nh ư hình vẽ 2. Chiều

cao cột chất lỏng H tính từ tâm lỗ tháo không đổi. Xác định vận tốc v à lưu lượng chất

lỏng chảy qua lỗ tháo.

Hình 4.7

Giải

Dòng chảy qua lỗ tháo bị co hẹp. Tại mặt cắt co hẹp các đ ường dòng gần như thẳng

và song song với nhau nên mặt cắt ướt phẳng. Đối với dòng tia các mặt bên tiếp xúc

với khí trời nên áp suất tại tâm B của mặt cắt co hẹp l à áp suất khí trời    pB = 0.

Viết phương trình năng lượng cho đoạn dòng giới hạn bởi 2 mặt cắt 1 – 1 và c – c,

mặt chuẩn qua tâm B. Giả sử 121 

f
CC

C h
g

VP
z

g

VP
z 

22

22
11

1 

Vì mặt thoáng bể rộng hơn lỗ tháo nên V1 << Vc, ta có thể xem V1 ~ 0. Ta có:

P1 = Pc = Pa            Zc = 0       Z1 = H

Do đó:

 fC hHgVV  2

Hoặc viết dưới dạng
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gHCV V 2 Cv hệ số lưu tốc

Lưu lượng

 fCCC hHgAAVQ  2.

Do dòng chảy bị co hẹp khi qua lỗ tháo, diện tích mặt cắt co hẹp A c nhỏ hơn diện

tích lỗ tháo A và hệ số co hẹp Cc= Ac/A nên lưu lượng:

   fCfC hHgAChHgAQ  22

Hoặc viết dưới dạng

gHACgHACCQ dvc 22 

Cd = Cc.Cv : hệ số lưu lượng

Thông thường

Cv = 0,97 ; Cc = 0,64 ; Cd = 0,62

3.3 Lực đẩy của tia nước lên tấm chắn cố định.

Một dòng tia lưu lượng Q0, diện tích A đập vào một tấm chắn trơn nhẵn cố định

như hình 4.8. bỏ qua mất năng và trọng lượng khối chất lỏng, xác định lực đẩy của tia

nước lên tấm chắn.

Hình 4.8

Giải

Để tính lực đẩy của tia nước lên tấm chắn, ta áp dụng phương trình động lượng cho

khối lưu chất nằm trong thể tích kiểm soát giới hạn bởi ba mặt cắt ướt 1, 2 và 3 như

hình vẽ.
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 101130332022 VQVQVQFF


 

Khối lưu chất chịu tác dụng của các ngoại lực sau:

 Trọng lượng G ( được bỏ qua theo đề bài).

 Áp lực tại các mặt cắt 1-1, 2-2. Dòng chảy tại ba mặt cắt trên là dòng tia nên áp

suất tại tâm bằng áp suất khí trời, do đó áp lực d ư P = PCS = 0.

 Phản lực F của tấm chắn tác dụng l ên chất lưu ( vì tấm chắn trơn nhẵn nên nếu

chọn hệ tọa độ như hình vẽ, lực F chỉ có thành phần FX, còn FY = 0). Giả sử 01 = 02

= 03 = 1

Bỏ qua mất năng nên ta có: V1 = V2 = V3 = Q0/A

Chiếu phương trình động lượng xuống trục x:

FX = ( 0 + 0 + Q0V0sin) =  Q0V0sin

FX > 0 nghĩa là lực F


 cùng chiều với trục x

Gọi R


là lực đẩy của tia nước lên tấm chắn: F-R


 . lực đẩy R


 có chiều ngược

với chiều trục x và có cường độ là Q0V0sin.

3.4 Lực đẩy của tia nước tác dụng vào tấm chắn di động.

Một turbine Pelton được đặt dưới cột nước cao 750m. Ở cuối ống dẫn cao áp ta có

một khóa nước dùng để phun 1 vòi nước có đường kính d = 180mm vào gầu Pelton.

Bỏ qua ma sát.

1) Tính lực đẩy của tia nước lên gầu Pelton biết tốc độ của gầu l à u.

2) Tính công suất hấp thụ bởi gầu Pelton. So sánh với công suất

cung ứng bởi cột nước.

Hình 4.9

Giải

1. Tính vận tốc tia nước ra khỏi vòi (so với vòi nước)
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Nước chảy từ hồ chứa có mặt thoáng 0 -0 chảy vào ống cao áp và qua vòi nước

phun ra ngoài không khí. Viết phương trình năng lượng cho khối nước giới hạn bởi hai

mặt cắt 0-0 và 1-1 (bỏ qua mất năng) mặt chuẩn qua tâm v òi phun.

g

VP
z

g

VP
z

22

2
11

1

2
00

0 


g

V
H

2
0000

2
1

m/s121.3)750)(2/81.9(22V  msmgH

Lưu lượng nước chảy ra khỏi vòi:

Q = VA = Vπd2/4 = (121.3m/s)( π/4)(0.18m) 2 = 3.09 m3/s

Công suất cung ứng bởi cột nước:

N = γQH = (9810 N/m3)(3.09m3/s)(750m) = 22.7MW

Xét chuyển động của tia nước đối với hệ tọa độ tương đối gắn liền với gầu: gầu

đứng yên, tia nước đến gầu với tốc độ V 1 = V – u.

Áp dụng phương trình động lượng cho chuyển động ổn định t ương đối của khối

nước nằm trong thể tích kiểm soát giới hạn bởi  mặt cắt ướt 1, 2 và 3 như hình 5.

Hình 4.10

Các lực tác dụng lên khối nước là:

o Trọng lực G theo phương z.

o Áp lực = 0 vì các mặt bên tiếp xúc với khí trời.

o Áp lực tại 3 mặt cắt 1, 2, 3 cũng bằng 0.

o Phản lực F


 của gầu lên tia nước.

Phương trình động lượng được viết là:
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 113322 QQQ=F+G VVV




Chiếu xuống hai trục x, y nằm ngang:

Fy = 0 và Fx =  ρ(–Q2V2 – Q3V3 – Q1V1)

Do bỏ qua mức năng nên ta có:

V1 = V2 = V3 = V – u

Và lưu lượng:

Q2 = Q3 = Q1/2 = (V – u)A/2

Vậy Fx = – 2ρQ1(V – u) = – 2ρA(V – u)2

Fx<0 nên phản lực F


 ngược chiều với trục x. Gọi R


 là lực đẩy của tia nước tác

dụng lên gầu: FR


 . Vậy gầu bị đẩy bởi lực R


 có phương chiều như hình vẽ và có

trị số R = 2ρA(V – u)2

Hình 4.11

2. Công suất hấp thụ bởi gầu Pelton. Gầu chịu lực đẩy R, chuyển động với vận tốc

u. Công suất của gầu là:

N = 2ρA(V – u)2u

Công suất của gầu đạt cực đại khi u = V/3. Với vận tốc u  này, ta tính được:

R = 8ρAV2/9 = 8(1000kg/m3)
π
4  (0.18m)2 (121.3m/s)2/9 = 332.8KN

Ng = R.u = (83.11KN)(
121.3m/s

3 ) = 13.46 MW

Công suất cung ứng bởi cột nước:

Nn = 22.7 MW

Vậy công suất cung ứng bởi cột n ước lớn hơn công suất hấp thụ bởi gầu.

Nhận xét: lưu lượng ra khỏi vòi nước là Q = VA nhưng lưu lượng đến một gầu là

Q1 = ( V-u )A nên công suất hấp thụ bởi gầu rất nhỏ so với công suất cung ứng bởi cột

nước. Để sử dụng hết công suất của cột n ước, người ta bố trí đủ số gầu trên bánh xe
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Pelton, sao cho vòi nước chưa hết tác dụng lên gầu 1 thì đã tác dụng lên gầu 2, nghĩa là

toàn bộ lượng nước ra khỏi vòi đều đến các gầu. Khi ấy lưu lượng nước trung bình đến

1 gầu bằng lưu luợng nước ra khỏi vòi.

Thật vậy:

Gọi t là thời gian turbine quay 1 vòng, n là số cánh turbine

Khối lượng lưu chất đến turbine trong thời gian t l à ρQt.

Khối lượng trung bình mỗi cánh nhận được là ρQt/n

Thời gian chuyển động giữa 2 cánh li ên tiếp nhau là Δt = t/n

Vậy lưu lượng khối lượng trung bình đến 1 cánh turbine là:

ρQt/n
 Δt  = ρQ = ρVA

Tính lực tác dụng lên cánh turbine:

F


 =  ρ(Q2 2V


+ Q3 3V


– Q1 1V


)

Fx =  ρ(–Q2V2 – Q3V3 – Q1V1)

mà:

V1 = V2 = V3 = V – u

Q2 = Q3 = Q1/2 = Q/2 = VA/2

Suy ra

Fx = –2ρQ(V – u)

R = –Fx =  2ρQ(V – u) = 2ρAV(V – u)

Công suất:

Ng = Ru = 2ρAV(V – u)u

Công suất của gầu đạt cực đại khi u = V/2 v à trị số công suất cực đại là:

Ng = ρAV3/2 = (1000kg/m3)
π
4  (0.18m)2 (121.3m/s)2/2 = 22.7MW

Như vậy trong trường hợp này công suất hấp thụ bởi gầu bằng công suất cung cấp

bởi cột nước.


